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1 Âúâåäåíèå

Äèïëîìíàòà ðàáîòà å ïîñâåòåíà íà âàðèàöèîííèòå ïðèíöèïè â Áàíàõîâè

ïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà åäèí ÷åñòî èçïîëçâàí èíñòðóìåíò â ìíîãî çàäà÷è

îò îáëàñòòà íà àíàëèç.

Â ïúðâàòà ÷àñò îò èçëîæåíèåòî ñå ïðàâè èñòîðè÷åñêè îáçîð íà ðàç-

âèòèåòî íà âàðèàöèîííèòå ïðèíöèïè è ñå ôîðìóëèðàò íàé-÷åñòî èçïîë-

çâàíèòå òàêèâà, à èìåííî âàðèàöèîííèòå ïðèíöèïè íà Åêåëàíä, è îáîá-

ùåíèÿòà äàäåíè ïî-êúñíî îò Áîðâåéí è Ïðàéñ, è îò Äåâèë, Ãîäôðîà è

Çèçëåð.

Âúâ âòîðàòà ÷àñò å äîêàçàí îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â íàñòîÿùàòà ðàáîòà:

íîâ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï çà ôóíêöèè, îòãîâàðÿùè íà ïî-ñëàáè èçèñê-

âàíèÿ, îòêîëêîòî â ïàðàìåòðè÷íèÿ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Áîðâåéí è

Ïðàéñ. Â äîêàçàòåëñòâîòî ñúùåñòâåíî ñå èçïîëçâàò ñèëíè ðåçóëòàòè íà

Ìàéêúë, Ñðèâàòöà è Äæåéí è Ðîäæúðñ.

Èçïîëçâàì ñëó÷àÿ äà áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë äîö. Ïàí-

äî Ãåîðãèåâ çà ïîñòàâåíèòå èíòåðåñíè ïðîáëåìè, êàêòî è çà âñåîòäàéíîòî

ìó ñúòðóäíè÷åñòâî.
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2 Îáçîð íà âàðèàöèîííèòå ïðèíöèïè

Ïðåäè 25 ãîäèíè îò Åêåëàíä å ïîëó÷åí ðåçóëòàòúò, ôîðìóëèðàí ïî-äîëó

êàòî Òåîðåìà 2.1. Òîâà òâúðäåíèå, èçâåñòíî êàòî âàðèàöèîíåí ïðèíöèï

íà Åêåëàíä, ñå å îêàçàëî ìíîãî ïîëåçåí èíñòðóìåíò â íåëèíåéíèÿ àíà-

ëèç. Ñëåä òîâà ñà äîêàçàíè äâåòå íàé-èçâåñòíè ìîäèôèêàöèè, ïîëó÷å-

íè îò Áîðâåéí è Ïðàéñ è ïî-êúñíî îò Äåâèë, Ãîäôðîà è Çèçëåð êîèòî

ñà ïîëîæèëè îñíîâàòà íà íîâà òåõíèêà, åôåêòèâíà â ìíîãî ñèòóàöèè,

êîÿòî å äîâåëà äî ðåäèöà íîâè ðåçóëòàòè è óñèëâàíå íà âå÷å èçâåñòíè

âúâ ðàçëè÷íè îáëàñòè íà àíàëèçà, åêñòðåìàëíèòå çàäà÷è, òåîðèÿòà íà

Õàìèëòîí�ßêîáè è ìíîãî äðóãè îáëàñòè íà ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòèêà.

Òåðìèíúò âàðèàöèîííè ïðèíöèïè ñå îòíàñÿ çà ãðóïà îò ðåçóëòàòè ïî-

êàçâàùè, ÷å çà ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ â

ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ñúùåñòâóâà îòíîñèòåëíî ìàëêà ïåðòóðáà-

öèÿ (ò.å ôóíêöèÿ, êîÿòî ñå äîáàâÿ êúì äàäåíàòà), òàêà ÷å ïåðòóðáèðàíàòà

ôóíêöèÿ äà èìà àáñîëþòåí (ñòðîã) ìèíèìóì ñïîðåä Äåôèíèöèÿ 2.1

Åäíî ìàëêî ïî-ïðåöèçíî îïðåäåëåíèå å ñëåäíîòî:

Íåêà f : X → (−∞, +∞] å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà

îòäîëó ôóíêöèÿ âúðõó áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (X, ‖·‖). Ïîä âàðèàöèîíåí

ïðèíöèï ùå ðàçáèðàìå òâúðäåíèå, ïîêàçâàùî ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ

ϕ : X → R, ïðèíàäëåæàùà íà äàäåí êëàñ, òàêàâà ÷å ϕ ïîäïèðà, òîåñò

ñå äîïèðà äî ãðàôèêàòà íà f îòäîëó â äàäåíà òî÷êà v ∈ X. Êîãàòî ϕ å

ãëàäêà ôóíêöèÿ, ãîâîðèì çà ãëàäúê âàðèàöèîíåí ïðèíöèï.

Äåôèíèöèÿ 2.1 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êàòà x0 ∈ X
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ñå íàðè÷à òî÷êà íà ñòðîã ìèíèìóì (ñúîòâåòíî òî÷êà íà ñòðîã ìàê-

ñèìóì) íà ôóíêöèÿòà g âúðõó ïîäìíîæåñòâîòî P íà X, àêî xn → x0

âèíàãè êîãàòî xn ⊂ P è g(xn) → inf g(P ), ñúîòâåòíî g(xn) → sup g(P ).

Òåîðåìà 2.1 (Âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Åêåëàíä) Íåêà (X, d) å ïúë-

íî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà f : X → R∪{+∞} å ñîáñòâåíà íåîò-

ðèöàòåëíà ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ôóíêöèÿ. Íåêà ε > 0 å ôèêñèðàíî

è xε ∈ X å òàêàâà, ÷å

f(xε) 5 ε + inf
X

f. (1)

Òîãàâà çà âñÿêî k > 0 ñúùåñòâóâà yε ∈ X, òàêîâà ÷å

f(yε) 5 f(xε) (2)

d(xε, yε) 5 1

k
(3)

f(x) > f(yε)− k εd(x, yε), ∀x 6= yε. (4)

(ò.å. ïåðòóðáèðàíàòà ôóíêöèÿ f( · ) + kε d( · , yε) èìà ñòðîã àáñîëþ-

òåí ìèíèìóì â yε).

Ùå ðàçãëåäàìå ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà óñëîâèåòî (4), êàêòî è íÿêîè

÷àñòíè ñëó÷àè, ïîëó÷àâàùè ñå ïðè êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà k.

Çà öåëòà ùå ñ÷èòàìå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî X å áàíàõîâî. Òîãàâà

d(x, y) = ‖x− y‖.

Äà îçíà÷èì ñ C ìíîæåñòâîòî
{

(x, a) : a + kε‖x‖ < 0

}
. Òîãàâà C

ïðåäñòàâëÿâà êîíóñ ñ âðúõ â òî÷êàòà (0, 0) è úãúë ïðè âúðõà ω, êúäåòî

ω å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî tan ω = kε.
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Òîãàâà

C + (x, a) =

{
(x, a) : (a− a) + kε‖x− x‖ 5 0

}
.

Ñåãà âå÷å ñå âèæäà, ÷å ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà óñëîâèåòî (4) å, ÷å

êîíóñúò C + (yε, f(yε)) ëåæè èçöÿëî ïîä ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f â

X × R, êàòî ñå äîïèðà äî íåÿ ñàìî âúâ âúðõà ñè.

Êîëêîòî ïî-ìàëêî å ÷èñëîòî kε, òîëêîâà ïî-�ïëîñúê� ñòàâà êîíóñúò

C è ñëåäîâàòåëíî òîëêîâà ïî-áëèçêà å ãðàíèöàòà íà ìíîæåñòâîòî C +

(yε, f(yε)) äî õîðèçîíòàëíà ðàâíèíà, ìèíàâàùà ïðåç (yε, f(yε)).

Òåîðåìàòà ïîêàçâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0, ìîæå äà ñå íàìåðè òî÷êà xε,

óäîâëåòâîðÿâàùà (1), è ñëåäîâàòåëíî, òî÷êà yε, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëî-

âèÿòà (2), (3) è (4).

Èçáîðúò íà êîåôèöèåíòà k íè äàâà âúçìîæíîñò äà íàìåðèì áàëàíñ

ìåæäó óñëîâèÿòà (3) è (4), â çàâèñèìîñò îò öåëèòå, êîèòî ïðåñëåäâàìå.

Àêî êîåôèöèåíòúò k å ìàëúê, òî êîíóñúò C îòíîâî å �ïëîñúê� è òî÷-

êàòà yε å áëèçêà äî òî÷êà íà ãëîáàëåí ìèíèìóì, èëè ïî-òî÷íî ñòîéíîñòòà

íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà ùå å áëèçî äî èíôèìóìà. Îò äðóãà ñòðàíà

äÿñíàòà ÷àñò íà íåðàâåíñòâîòî 3 ùå å ãîëÿìà, òàêà ÷å èíôîðìàöèÿòà çà

ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà yε ùå å íåçíà÷èòåëíà. Àêî ñòîéíîñòèòå íà k ñà

ãîëåìè, ñå íàáëþäàâà îáðàòíàòà çàâèñèìîñò.

Äâà âàæíè ÷àñòíè ñëó÷àÿ ñà k = 1 è k = ε−
1
2 . Ïðè k = 1 ñìå ïðèåëè,

÷å óñëîâèåòî (3) íå å âàæíî çà íàñ.

Òåîðåìà 2.2 Íåêà X å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà f : X →
R ∪ {∞} å ñîáñòâåíà ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà îòäîëó
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ôóíêöèÿ. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà yε, òàêàâà ÷å

f(yε) 5 ε + inf f (5)

f(x) > f(yε)− εd(x, yε), ∀x 6= yε. (6)

Êîãàòî k = ε−
1
2 ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà

Òåîðåìà 2.3 Íåêà X å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà f : X →
R ∪ {∞} å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ. Çà

ïðîèçâîëíî ε > 0, íåêà xε ∈ X å òàêîâà, ÷å

f(xε) 5 ε + inf f. (7)

Òîãàâà ñúùåñòâóâà yε ∈ X, òàêîâà ÷å

f(yε) 5 f(xε) (8)

d(xε, yε) 5 √
ε (9)

f(x) > f(yε)−
√

εd(x, yε), ∀x 6= yε. (10)

Êàòî ïðèëîæåíèÿ íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Åêåëàíä ùå äàäåì

ñëåäíèòå òðè òåîðåìè:

Òåîðåìà 2.4 (íà Áàíàõ çà ñâèâàùîòî èçîáðàæåíèå) Íåêà X å áà-

íàõîâî, U : X → X å ëèïøèöîâà ñ êîíñòàíòà íà Ëèïøèö, ïî-ìàëêà îò

1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêîâà ÷å x = f(x).

5



Òàçè òåîðåìà ñå äîêàçâà êàòî ïîëîæèì âúâ òåîðåìà 2.2

f(x) = ‖x− U(x)‖, ε < 1− L,

êúäåòî L å êîíñòàíòàòà íà Ëèïøèö, ïîëîæèì x = F (x) è èçïîëçâàìå

óñëîâèåòî íà Ëèïøèö ‖U(x)− U(y)‖ 5 L‖x− y‖.

Òåîðåìà 2.5 Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è íåêà f å äèôåðåíöè-

ðóåìà ïî Ãàòî îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà

îò òî÷êè yε, çà êîèòî

‖f ′G(yε)‖ 5 kε,

ò.å ‖f ′G(yε)‖ êëîíè êúì íóëà ïðè ε → 0.

Òàçè òåîðåìà å îáîáùåíèå íà äîáðå èçâåñòíîòî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà

ëîêàëåí ìèíèìóì, f ′(yε) = 0, êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè kε = 0. Äîêàçàòåëñ-

âîòî ìîæå äà áúäå íàìåðåíî â [13].

Êàòî ïîñëåäíî ïðèëîæåíèå ùå ïðèâåäåì ïðàâèëîòî çà ìíîæèòåëè íà

Ëàãðàíæ â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî:

Òåîðåìà 2.6 Äàäåíà å çàäà÷àòà (P ): Äà ñå ìèíèìèçèðà ôóíêöèÿòà f ,

çàäàäåíà âúðõó X ïðè ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó x:

1) gi(x) 5 0 (i = 1, . . . , n)

2) hj(x) = 0 (j = 1, . . . , m) êúäåòî gi è hj ñà ðåàëíîçíà÷íè ôóíêöèè

âúðõó X è

3) îãðàíè÷åíèå îò îáù òèï x ∈ C, êúäåòî C å çàäàäåíî ìíîæåñòâî

â X.
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Íåêà x å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (P ). Òîãàâà çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ãî-

ëÿìî k ñúùåñòâóâàò λ = 0, r = 0 è s, êîèòî íå ñà åäíîâðåìåííî íóëè,

òàêèâà ÷å

〈r, g(x)〉 = 0

0 ∈ δxL(x, λ, r, s, k)

êúäåòî g = [g1, . . . , gn], h = [h1, . . . , hm] ñà èçîáðàæåíèÿ îò X â Rn è Rm

ñúîòâåòíî è

L(x, λ, r, s, k) = λf(x) + 〈r, g(x)〉+ 〈s, h(x)〉+ k|(λ, r, s)|dC(x).

Åäíî ñúùåñòâåíî îãðàíè÷åíèå íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Åêåëàíä,

äîâåëî äî ïîÿâàòà íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Áîðâåéí è Ïðàéñ å, ÷å

äîðè ïúðâîíà÷àëíàòà ôóíêöèÿ äà å äèôåðåíöèðóåìà, ïåðòóðáèðàíàòà

ôóíêöèÿ íå å. Ðàçóìåí ãëàäúê âàðèàöèîíåí ïðèíöèï å òúðñåí ìíîãî äúë-

ãî. Ïðåç 1978 ã. Ñòåãàë [10] ñòèãà äî ãëàäúê âàðèàöèîíåí ïðèíöèï, êîéòî

îáà÷å å èìàë òâúðäå ñèëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî è íå å áèë

ïðèëîæèì çà íÿêîè âàæíè êëàñîâå áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà.

Åäâà ïðåç 1987 ã. Áîðâåéí è Ïðàéñ ïóáëèêóâàò ãëàäúê âàðèàöèîíåí

ïðèíöèï áåç íèêàêâè äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî,

îñâåí ðàçáèðà ñå ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëàäêà íîðìà, çà äà ìîæåì äà èìàìå

ãëàäêà ïåðòóðáàöèÿ.

Òåîðåìà 2.7 (Âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Áîðâåéí-Ïðàéñ) Íåêà X

å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, g : X → R∪{+∞} å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó
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è íåêà ñà äàäåíè êîíñòàíòèòå: ε > 0, λ > 0 è p = 1. Äà ïðåäïîëîæèì,

÷å x0 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

g(x0) < ε + inf
X

g.

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò v ∈ X è vn ∈ X, vn → v, µn ∈ [0, 1], ñúñ ñâîéñòâîòî
∞∑

n=0

µn = 1, òàêèâà ÷å

g(v) +
ε

λp
∆(v) 5 g(x) +

ε

λp
∆(x), ∀x ∈ X, (11)

êúäåòî

∆(x) =
∞∑

n=0

µn‖x− vn‖p,

‖v − x0‖ < λ. (12)

Âúâ [2] ñà ïîêàçàíè íÿêîè îò ïðèëîæåíèÿòà íà òàçè òåîðåìà, îòíà-

ñÿùè ñå äî äèôåðåíöèðóåìîñò è ñóáäèôåðåíöèðóåìîñò, êàêòî è íÿêîè

ñëåäñòâèÿ, âàæàùè çà èçïúêíàëè ôóíêöèè.

Àêî êúì ïåðòóðáàöèÿòà äîáàâèì è ‖x−x0‖p, ùå ïîëó÷èì ñòðîã ìèíè-

ìóì çà ïåðòóðáèðàíàòà ôóíêöèÿ, îòêúäåòî ñå âèæäà, ÷å âàðèàöèîííèÿò

ïðåíöèï íà Áîðâåéí-Ïðàéñ íàèñòèíà å îáîáùåíèå íà âàðèàöèîííèÿ ïðèí-

öèï íà Åêåëàíä.

Ïðåç 1991 ã. å ïîëó÷åí îùå ïî-îáù ãëàäúê âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà

Äåâèë, Ãîäôðîà è Çèçëåð, êîéòî ðàáîòè íå ñàìî â ïðîñòðàíñòâà ñ ãëàäêà

íîðìà, íî è â òàêèâà, â êîèòî å äîñòàòú÷íî äà èìà ãëàäêà øàïêîâèä-

íà ôóíêöèÿ. Ïðèìåð çà òîâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà ñ
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ãëàäêà øàïêîâèäíà ôóíöèÿ, êîèòî îáà÷å íå ïðèòåæàâàò íèêàêâà ãëàäêà

íîðìà å ïîêàçàí îò R. Haydon â [12].

Äåôèíèöèÿ 2.2 Íåêà Õ å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿòà b : X →
R ùå íàðè÷àìå øàïêîâèäíà ôóíêöèÿ, àêî íå å íàâñÿêúäå íóëà è èìà

îãðàíè÷åíà áàçà.

Òåîðåìà 2.8 Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîåòî äîïóñêà ëèïøè-

öîâà, íàâñÿêúäå äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå (Ãàòî) øàïêîâèäíà ôóíêöèÿ

è íåêà {(fn} ñà ïîëóíåïðåêúñíàòè îòäîëó è îãðàíè÷åíè îòäîëó ôóíê-

öèè, äåôèíèðàíè âúðõó X. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà íàâñÿêúäå

äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå (Ãàòî) ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ g, òàêàâà ÷å

1) ‖g‖∞ = sup{|g(x)|; x ∈ X} 5 ε

2) ‖g′‖∞ = sup{|g(x)|; x ∈ X} 5 ε

3) çà âñÿêî n ôóíêöèÿòà fn + g äîñòèãà ìèíèìóìà ñè âúðõó Õ.

Ñúùåñòâóâà (âèæ [11]) è ñëåäíèÿò âàðèàíò íà ïðèíöèïà íà Äåâèë,

Ãîäôðîà è Çèçëåð:

Òåîðåìà 2.9 Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, êîåòî äîïóñêà ëèïøè-

öîâà, íàâñÿêúäå äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå(Ãàòî) øàïêîâèäíà ôóíêöèÿ

è íåêà f : X → R
⋃{+∞} å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà

îòäîëó ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å íàâñÿêúäå {−∞}.
Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0, ñúùåñòâóâà íàâñÿêúäå äèôåðåíöèðóåìà ïî Ôðå-

øå(Ãàòî) ëèïøèöîâà ôóíêöèÿ g, òàêàâà ÷å

1) ‖g‖∞ = sup{|g(x)|; x ∈ X} 5 ε
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2) ‖g′‖∞ = sup{|g(x)|; x ∈ X} 5 ε

3) f + g äîñòèãà ñòðîã ìèíèìóì â íÿêîÿ òî÷êà x0 ∈ X.

Èìàéêè â ïðåäâèä òàçè äåôèíèöèÿ, çà äà ìîæå äà ñå êàæå ÷å òîçè

âàðèàöèîíåí ïðèíöèï å ïúëíî îáîáùåíèå íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà

Áîðâåéí è Ïðàéñ, å íåîáõîäèìî ñàìî äà ñå ïîêàæå ðåøåíèå íà âúïðîñà

çà ëîêàëèçàöèÿòà íà òî÷êàòà íà ìèíèìóì. Òîâà å íàïðàâåíî îò Ïàíäî

Ãåîðãèåâ è Íàäÿ Çëàòåâà â [8] ñúñ ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 2.10 Íåêà b å øàïêîâèäíà ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å

supp b ⊂ B(0, 1), b(0) = 1 è 0 5 b(x) 5 1, ∀x ∈ E.

Íåêà f : E → R ∪ {+∞} å îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å

D(f) = {x ∈ E : f(x) < +∞} 6= 0.

Íåêà ñà äàäåíè ε > 0, λ > 0 è y0 ∈ X, óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèåòî

f(y0) < inf
E

f + ε.

Òîãàâà çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà òî÷êà x0 ∈ E, òàêàâà ÷å:

1) f(x0)− εb

(
x0 − y0

λ

)
< inf

E

{
f(x)− εb

(
x− y0

λ)

)}
+ δ

2) x0 − y0

λ
∈ supp b

3) ‖x0 − y0‖ < λ.

Ïóáëèêóâàíè ñà ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèÿ íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà

Äåâèë, Ãîäôðîà è Çèçëåð, ñâúðçàíè ñ äèôåðåíöèðóåìîñò íà èçïúêíàëè
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ôóíêöèè, ìèíèìèçàöèÿ íà íåãëàäêè ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ íà Õàìèëòîí-

ßêîáè è äð. (âèæ [11]).

Ùå èçëîæèì è åäíî ïîäîáðåíèå íà ãîðíèÿ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï, íàï-

ðàâåíî îò Äåâèë è Ðåâàëñêè:

Äåôèíèöèÿ 2.3 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Ïîäìíî-

æåñòâîòî A ñå íàðè÷à ïîðåñòî â X àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c > 0

òàêàâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ A è âñÿêî äîñòàòú÷íî ìàëêî r > 0 ñúùåñòâóâà

y ∈ X òàêîâà, ÷å

B(y, cr) ⊂ B(x, r) ∩ cA

Ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à σ-ïîðåñòî àêî å èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà ïî-

ðåñòè ìíîæåñòâà. Ïîäìíîæåñòâî A íà X ñå íàðè÷à îò ïúðâà êàòåãîðèÿ

íà Áåð, àêî A ⊂ ∪An, êúäåòî An ñà çàòâîðåíè è
o

An = ∅, ∀n ∈ N. Âñÿêî σ-

ïîðåñòî ìíîæåñòâî å îò ïúðâà êàòåãîðèÿ íà Áåð. Âúâ Rn, âñÿêî σ-ïîðåñòî

ìíîæåñòâî èìà ìÿðêà 0. Ìîæåì äà ñè ïðåäñòàâÿìå, ÷å σ-ïîðåñòèòå ìíî-

æåñòâà ñà �ìàëêè� è â ñìèñúë íà ìÿðêà è â ñìèñúë íà êàòåãîðèÿ. Ïîâå÷å

èíôîðìàöèÿ ïî òîçè âúïðîñ ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [15].

Òåîðåìà 2.11 (Äåâèë�Ðåâàëñêè) Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

ñúñ C1 ëèïøèöîâà øàïêîâèäíà ôóíêöèÿ b, äåôèíèðàíà âúðõó X è f : X →
R å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è îãðàíè÷åíà îòäîëó ôóíêöèÿ. Òîãàâà, àêî

îçíà÷èì

Y =
{
g : X → R : g å C1 � ãëàäêà, îãðàíè÷åíà è ëèïøèöîâà

}
òî

ìíîæåñòâîòî G =
{
g ∈ Y : f + g äîñòèãà ñòðîã ìèíèìóì

}
èìà

äîïúëíåíèå, êîåòî å σ-ïîðåñòî â Y .
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Îùå ïî-îáù ðåçóëòàò â òàçè íàñîêà ìîæå äà áúäå íàìåðåí âúâ [14].

Ðàçðaáîòåíà å ñúùî òàêà è òåîðèÿ çà ÷àñòè÷íî ãëàäêè âàðèàöèîí-

íè ïðèíöèïè, êîÿòî èìà òîâà ïðåäèìñòâî, ÷å ìîæå äà áúäå ïðèëàãàíà

çà ïî-øèðîê êðúã îò ïðîñòðàíñòâà. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íî ãëàäêà

ïåðòóðáàöèÿ, íî òîâà â ìíîãî ñëó÷àè ñå îêàçâà äîñòàòú÷íî. Ùå ôîðìó-

ëèðàìå ÷àñòè÷íî-ãëàäúê âàðèàíò íà âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Áîðâåéí

è Ïðàéñ, äîêàçàí îò Áîðâåéí è Òöó. Çà öåëòà ïúðâî ùå äàäåì íÿêîëêî

äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 2.4 Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Áîðíîëîãèÿ β âúâ X

ñå íàðè÷à ñåìåéñòâî îò çàòâîðåíè, îãðàíè÷åíè è öåíòðàëíî-ñèìåòðè÷íè

ïîäìíîæåñòâà íà X ñúñ îáåäèíåíèå X, êîåòî å çàòâîðåíî îòíîñíî óì-

íîæåíèå ñúñ ñêàëàð è å îðèåíòèðàíî íàãîðå (ò.å. îáåäèíåíèåòî íà äâà

åëåìåíòà íà β ñå ñúäúðæà â íÿêîé äðóã íåãîâ åëåìåíò). Íàé âàæíè-

òå áîðíîëîãèè ñà òåçè, îáðàçóâàíè ñúîòâåòíî îò âñè÷êè (ñèìåòðè÷íè)

îãðàíè÷åíè ìíîæåñòâà (áîðíîëîãèÿ íà Ôðåøå), ñëàáî-êîìïàêòíè ìíî-

æåñòâà (ñëàáà áîðíîëîãèÿ íà Àäàìàð), êîìïàêòíè ìíîæåñòâà (áîðíî-

ëîãèÿ íà Àäàìàð) è êðàéíè ìíîæåñòâà (áîðíîëîãèÿ íà Ãàòî).

Äåôèíèöèÿ 2.5 Íåêà Y å áàíàõîâî ïîäïðîñòðàíñòâî íà X. Ôóíêöèÿ-

òà f , äåôèíèðàíà âúðõó X ùå íàðè÷àìå Y β�äèôåðåíöèðóåìà âúðõó X

ñúñ Y β ïðîèçâîäíà ∇f(x) ∈ X∗, àêî f(x) å êðàéíà è

f(x + tu)− f(x)− t〈∇f(x), u〉
t

→ 0

êîãàòî t → 0, ðàâíîìåðíî ïî u ∈ V çà âñÿêî V ∈ β, êúäåòî β å áîðíîëî-

ãèÿ âúðõó Y .
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Äåôèíèöèÿ 2.6 Ùå êàçâàìå ÷å ôóíêöèÿòà f å Y β ãëàäêà â x àêî

∇f |Y : X → Y ∗
β

å íåïðåêúñíàòà â îêîëíîñò íà x.

Äà çàáåëåæèì, ÷å ∇f |Y (x) å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, çà ðàçëèêà îò

∇f(x).

Òåîðåìà 2.12 (Áîðâåéí�Òöó) Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è Y å

áàíàõîâî ïîäïðîñòðàíñòâî íà X. ]Íåêà X èìà Y β-ãëàäêà íîðìà. Íåêà f :

X → R å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è íåêà îùå ñà äàäåíè êîíñòàíòèòå

ε > 0 è λ > 0 è òî÷êàòà u óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

f(u) < inf
X

f + ε.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ëîêàëíî-ëèïøèöîâà Y β�äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ g,

äåôèíèðàíà âúðõó X è v ∈ X, òàêà ÷å

(i) ôóíêöèÿòà x → f(x) + g(x) äîñòèãà ãëîáàëåí ìèíèìóì â x = v

(ii) ‖u− v‖ < λ,

(iii) f(v) < infX f + ε, è

(iv) ‖∇g|Y (v)‖ <
2ε

λ
·
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3 Ïàðàìåòðè÷íè âàðèàöèîííè ïðèíöèïè.
Îñíîâåí ðåçóëòàò.

Â òàçè ÷àñò ùå ïðåäñòàâèì ïàðàìåòðè÷íèòå âàðèàöèîííè ïðèíöèïè íà

Åêåëàíä è íà Áîðâåéí-Ïðàéñ, äîêàçàíè â [6] è [7], à ñúùî òàêà ùå ôîð-

ìóëèðàìå è äîêàæåì íîâ ïî-îáù ðåçóëòàò.

Ïàðàìåòðè÷íèÿò âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Åêåëàíä ïîêàçâà, ÷å òî÷êà-

òà íà ìèíèìóì íà ïåðòóðáèðàíàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå èçáåðå ïî òàêúâ

íà÷èí, ÷å äà çàâèñè íåïðåêúñíàòî îò ïàðàìåòúðà.

Òåîðåìà 3.1 (Ïàðàìåòðè÷åí âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Åêåëàíä)

Íåêà E å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, X å ïàðàêîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñ-

òðàíñòâî, Y å çàòâîðåíî èçïúêíàëî ïîäìíîæåñòâî íà E è íåêà f :

X × Y → R å ôóíêöèÿ ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) ôóíêöèèòå {f( · , y) : y ∈ Y } ñà ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòè

2) f(x, · ) å èçïúêíàëà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó çà âñÿêî x îò X

3) inf
y∈Y

f(x, y) > −∞, ∀x ∈ X.

Íåêà y′ : X → Y ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è ε > 0, λ > 0 ñà äàäåíè.

Òîãàâà çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå

yδ : X → Y,

òàêîâà ÷å

(à) f(x, yδ(x)) = min
y∈Y

{
f(x, y) +

ε

λ
‖y − yδ(x)‖

}
, ∀x ∈ X

(á) ‖y′(x)− yδ(x)‖ < λ, âèíàãè êîãàòî f(x, y′(x)) < inf
z∈X

f(x, z) + ε− δ

(â) yδ(x) å òî÷êà íà ñòðîã ìèíèìóì âúâ (à) çà âñÿêî x ∈ X.
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Â [7] ñà äàäåíè ìíîãî ïðèëîæåíèÿ íà òîçè ïðèíöèï, êàòî íàïðèìåð

íÿêîè ìèíèìàêñíè òåîðåìè, êàêòî è îáîáùåíèå íà íåðàâåíñòâîòî íà Êè�

Ôàí.

Îáîáùåíèå íà ãîðíèÿ ðåçóëòàò å ïàðàìåòðè÷íèÿò âàðèàöèîíåí ïðèí-

öèï íà Áîðâåéí�Ïðàéñ, êúäåòî òî÷êàòà íà ìèíèìóì íà ïåðòóðáèðàíàòà

ôóíêöèÿ ñ ãëàäêà èçïúêíàëà ïåðòóðáàöèÿ, ïðè ïîäõîäÿùè óñëîâèÿ çà-

âèñè íåïðåêúñíàòî îò ïàðàìåòúðà.

Äà äåôèíèðàìå

Fε(x) = {y ∈ Y : f(x, y) 5 inf f(x, Y ) + ε}.

è

Hδ,α(x) =
⋃

z∈B(x;δ)

Fα(z).

Òåîðåìà 3.2 (Ïàðàìåòðè÷åí âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Áîðâåéí�Ïðàéñ)

Íåêà X å ïàðàêîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Y å èçïúêíàëî

çàòâîðåíî è íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ôóí-

êöèÿòà f : X × Y → R çà âñÿêî x ∈ X óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

(i) ôóíêöèÿòà f(x, · ) å ñòðîãî èçïúêíàëà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îò-

äîëó

(ii) ôóíêöèÿòà f( · , y) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå çà âñÿêî y ∈ Y ;

(iii) ôóíêöèèòå
{

f( · , y) : y ∈ Hδx,αx(x)

}
ñà ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

êúñíàòè ïî x çà íÿêîè δx > 0 è αx > 0.

Íåêà ε > 0, λ > 0, y0 : X → Y å äàäåíà íåïðåêúñíàòà ôóíöèÿ, òàêàâà

÷å

f(x, y0(x)) ≤ inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X.
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Íåêà p ≥ 1 ñà äàäåíè è äà äîïóñíåì ÷å p > 1, òîãàâà ìíîæåñòâîòî

Hδ′x,α′x(x) å îãðàíè÷åíî çà íÿêîè δ′x > 0, α′x > 0 çà âñÿêî x ∈ X.

Òîãàâà çà âñÿêî α > 0 ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå v : X →
Y , ïîñëåäîâàòåëíîñò îò íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ yn : X → Y è îò

ïîëîæèòåëíè ÷èñëà {νn}n≥0, òàêà ÷å yn(x) êëîíè ïîòî÷êîâî âúâ x ∈ X

êúì v(x) è

‖v(x)− y0(x)‖ < λ, ∀x ∈ X (13)

f(x, v(x)) + ∆(x, v(x)) ≤ f(x, y) + ∆(x, y), ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, (14)

êúäåòî

∆(x, y) =
∞∑

n=0

µn‖y − yn(x)‖p, (15)

µn =
ε + α

λp
νn, n ≥ 0 (16)

∞∑
n=0

νn = 1. (17)

Êàòî ïðèëîæåíèå íà ïàðàìåòðè÷íèÿ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Áîðâåéí-

Ïðàéñ â [6] ñà äàäåíè òåîðåìà çà íåïðåêúñíàòè ñåëåêöèè íà ñóáäèôåðåí-

öèàëè îò èçïúêíàëè ôóíêöèè, çàâèñåùè îò ïàðàìåòúð, êàêòî è òåîðåìà

çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ðàâíîâåñèå ïî Íåø ñëåä ïåðòóðáàöèÿ, êúäåòî åäíî

îò ìíîæåñòâàòà íå å êîìïàêòíî.

Ïàðàìåòðè÷íèÿò âàðèàöèîíåíí ïðèíöèï íà Áîðâåéí-Ïðàéñ ìîæå äà

ñå èçêàæå ïî-ïðîñòî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 3.3 (Ïàðàìåòðè÷åí âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Áîðâåéí�Ïðàéñ)
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Íåêà X å ïàðàêîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñðàíñòâî, Y å áàíàõîâî ïðîñ-

òðàíñòâî, è ôóíêöèÿòà f : X × Y → R óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

(i) f(x, ·) å èçïúêíàëà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó

(ii) {f(·, y), y ∈ Y } ñà ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòè.

Íåêà ε > 0, λ > 0, p = 1, y0 : X → Y å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå,

óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèåòî

f(x, y0(x)) < inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X.

Òîãàâà çà âñÿêî α > 0, ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå v : X →
Y è íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ yn : X → Y, ∀n = 1, òàêà ÷å yn(x) êëî-

íè ðàâíîìåðíî ïî x êúì v(x), è îùå ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà

νn > 0,
∞∑

n=0

νn = 1 òàêà ÷å

1) ‖v(x)− y0(x)‖ < λ, ∀x ∈ X

2) f(x, v(x)) + ∆(x, v(x)) 5 f(x, y) + ∆(x, y), ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y , êúäåòî

3) ∆(x, y) =
∞∑

n=0

µn‖y − yn(x)‖p

4) µn =
ε + α

λp
νn, α > 0.

Â äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçïîëçâà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà íà Ìàéêúë çà ñåëåêöèèòå) Íåêà X å ïàðà-

êîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Y å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíî-

ãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F : X → 2Y å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó ñ èç-

ïúêíàëè çàòâîðåíè íåïðàçíè îáðàçè.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåïðåêúñíàòà ñåëåêöèÿ íà F , ò.å. ñúùåñòâóâà

íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f : X → Y , òàêàâà ÷å f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.
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Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ùå ïîêàæåì íîâ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï, â êîéòî

ôóíêöèÿòà f(x, · ) íÿìà íóæäà äà å èçïúêíàëà, à f( · , y) å äîñòàòúò÷íî

äà áúäå îò ïúðâè êëàñ íà Áåð, âìåñòî äà å íåïðåêúñíàòà. Â ðåçóëòàò

íà òåçè ïðîìåíè â óñëîâèÿòà ìèíèìóìúò çà ïåðòóðáèðàíàòà ôóíêöèÿ,

êîéòî íàìèðàìå îò òåîðåìàòà å ïàê íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ïî x, íî å

äåôèíèðàíà âå÷å â ãúñòî Gδ−ïîäìíîæåñòâî íà X.

Äåôèíèöèÿ 3.1 Íåêà X è Y ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿòà

f : X → Y ùå íàðè÷àìå îò ôóíêöèÿ îò ïúðâè êëàñ íà Áåð, àêî f å

ïîòî÷êîâà ãðàíèöà íà ðåäèöà îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè îò X â Y .

Èçâåñòíî å, ÷å ïðè Y = R âñÿêà ôóíêöèÿ îò ïúðâè êëàñ íà Áåð å

íåïðåêúñíàòà â ãúñòî Gδ−ïîäìíîæåñòâî íà X.

Òîâà å ñëåäñòâèå íàïðèìåð îò ñëåäíàòà òåîðåìà íà Äæîí Äæåéí è Ê.

Ðîäæúðñ, äîêàçàíà â [5].

Òåîðåìà 3.5 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è Y å áàíàõîâî ïðîñò-

ðîíñòâî, ïðèòåæàâàùî ñâîéñòâîòî íà íåïðåêúñíàòà òî÷êà. Íåêà f å

ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå èçîáðàæåíèå îò X âúâ Y â ñëàáàòà ìó òîïî-

ëîãèÿ. Íåêà F ïðèåìà ñàìî ñëàáîêîìïàêòíè íåïðàçíè ñòîéíîñòè. Òî-

ãàâà â ñèëíàòà òîïîëîãèÿ íà Y , ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F èìà

èçìåðèìà ïî Áîðåë ñåëåêöèÿ f îò ïúðâè êëàñ íà Áåð. Îñâåí òîâà ìíî-

æåñòâîòî îò òî÷êè íà X, êúäåòî f íå å íåïðåêúñíàòà â ñèëíàòà òî-

ïîëîãèÿ, å Fσ-ìíîæåñòâî îò ïúðâà êàòåãîðèÿ â X.

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå äîáðå èçâåñòíè ôàêòè:
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• Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî X íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å ìåòðè÷íî ïðîñ-

òðàíñòâî ñ èíäóöèðàíàòà òîïîëîãèÿ.

• Íåêà Y å ãúñòî Gδ ïîäìíîæåñòâî íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî X, Z å

ãúñòî Gδ ïîäìíîæåñòâî íà Y , êàòî Y å ðàçãëåäàíî ñ èíäóöèðàíàòà

òîïîëîãèÿ. Òîãàâà Z å ãúñòî Gδ ïîäìíîæåñòâî â X.

• Îò òåîðåìà íà Áåð ñëåäâà, ÷å ñå÷åíèå íà èçáðîèìî ìíîãî ãúñòè Gδ

ïîäìíîæåñòâà å ãúñòî Gδ ïîäìíîæåñòâî.

• Âñÿêà èçïúêíàëà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ôóíêöèÿ å ñëàáî ïî-

ëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó.

Ùå íè áúäå íåîáõîäèìà ñúùî ñëåäíàòà

Òåîðåìà 3.6 (çà ñåëåêöèè íà Ñðèâàòöà) Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñ-

òðàíñòâî, Y å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è èçîáðàæåíèåòî F : X → 2Y

å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò ñèëíî

íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, êëîíÿùà ïîòî÷êîâî êúì ñåëåêöèÿ íà F .

Ëåìà 3.1 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Y � îãðàíè÷åíî ïîäìíî-

æåñòâî íà ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèÿòà f : X ×
Y → R óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

(i) f(x, ·) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó;

(ii) f(·, y) å íåïðåêúñíàòà ðàâíîìåðíî ïî y.

Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå

Fε(x) :=

{
y ∈ Y : f(x, y) 5 inf f(x, Y ) + ε

}
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å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå.

Äîêàçàòåëñòâî:

Ïúðâà ñòúïêà:

Ùå äîêàæåì ÷å îò óñëîâèÿòà xn → x0, yn ∈ Fε(xn) è yn
w→ y0 ñëåäâà

÷å y0 ∈ Fε(x0).

Ùå èçïîëçâàìå, ÷å inf f(x, Y ) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå. Íàèñòèíà,

òúé êàòî f( · , y) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå, ðàâíîìåðíî ïî y, òî ñúùåñ-

òâóâà îêîëíîñò U íà x0 òàêàâà, ÷å

inf f(x, Y ) 5 f(x, y) < f(x0, y) + ε, ∀x ∈ U, ∀y ∈ Y,

à ïîíåæå f(x0, y) ñà îãðàíè÷åíè îòäîëó, òúé êàòî Y å îãðàíè÷åíî, à

f(x0, ·) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó, ñëåäâà ÷å

inf f(x, Y ) 5 inf f(x0, Y ) + ε, ∀x ∈ U.

Ñåãà íåêà xn → x0, yn ∈ Fε(xn) è yn
w→ y0.

Îò ïîëóíåïðåêúñíàòîñòòà îòäîëó íà f ïî äâåòå ïðîìåíëèâè â (‖ ‖, τ),

óñëîâèåòî ym ∈ Fε(xm) è ïîëóíåïðåêúñíàòîñòòà îòãîðå íà inf f(x, Y ),

èìàìå

f(x0, y0) 5 lim
m

f(xm, ym) 5 lim
m

inf f(xm, Y ) + ε 5 inf f(x0, Y ) + ε

Ñëåäîâàòåëíî f(x0, y0) 5 f(x0, y) + ε çà âñÿêî y ∈ Y , ò.å. y0 ∈ Fε(x0).

Âòîðà ñòúïêà:
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Ùå äîêàæåì, ÷å Fε(x) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå, ò.å. ìíîæåñ-

òâîòî

S :=

{
x ∈ X : Fε(x)

⋂
C 6= ∅

}

å çàòâîðåíî çà âñÿêî ñëàáî çàòâîðåíî C ∈ Y.

Íåêà C å ïðîèçâîëíî ñëàáî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Y è íåêà

{xn}∞n=1 ∈ X, xn → x0, Fε(xn)
⋂

C 6= ∅, ∀n = 1.

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å x0 ∈ S:

Íåêà yn ∈ Fε(xn)
⋂

C. Ùîì Y å îãðàíè÷åíî, òî Fε(x) ñúùî å îãðàíè-

÷åíî è òúé êàòî Y å ðåôëåêñèâíî, ñëåäâà ÷å Fε(X) å îòíîñèòåëíî ñëàáî

êîìïàêòíî.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà íà yn, êëîíÿùà ñëàáî êúì íÿ-

êàêâî y0, êîåòî ïúê ïðèíàäëåæè íà C, òúé êàòî C å ñëàáî çàòâîðåíî.

Ñåãà îò ïúðâà ñòúïêà y0 å è îò Fε(x0), ò.å. x0 ∈ S. Ïîëó÷èõìå, ÷å S å

çàòâîðåíî è çíà÷è Fε(x) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå.

Ëåìà 3.2 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà Y � îãðàíè÷åíî

ïîäìíîæåñòâî íà ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à ôóíêöèÿòà

f : X × Y → R óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(i) fn(x, · ) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó

(ii) f( · , y) å íåïðåêúñíàòà ðàâíîìåðíî ïî y. Íåêà ñà äàäåíè ε > 0

è èçîáðàæåíèå y0 : X → Y , îò ïúðâè êëàñ íà Áåð è òàêîâà, ÷å

f(x, y0(x)) 5 inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X

Òîãàâà çà âñÿêî p = 1, δ > 0 è µ > 0, ñúùåñòâóâà èçîáðàæåíèå v : X →
Y îò ïúðâè êëàñ íà Áåð è òàêîâà, ÷å:
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f(x, v(x))+µ‖v(x)−y0(x)‖p 5 f(x, y)+µ‖y−y0(x)‖p+δ, ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y,

‖v(x)− y0(x)‖ <

(
ε + δ

µ

) 1
p

, ∀x ∈ X.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f ′(x, ·) = f(x, ·) + µ‖ · −y0(x)‖p.

Òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (i) è (ii). Íàèñòèíà ‖y − y0(x)‖ å ñëàáî ïî-

ëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó, ïîíåæå å èçïúêíàëà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó

è ñëåäîâàòåëíî f ′(x, · ) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó.

Îò Ëåìà 1 ñëåäâà, ÷å F ′
ε(x) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó. Òîãàâà

îò òåîðåìàòà íà Ñðèâàòöà çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ v : X → Y

îò ïúðâè êëàñ íà Áåð, òàêàâà ÷å:

f ′(x, v(x)) 5 inf f ′(x, Y ) + δ, ∀x ∈ X,

ò.å.

f(x, v(x))+µ‖v(x)−y0(x)‖p 5 f(x, y)+µ‖y−y0‖p + δ, ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y.

Ïðè y = y0(x) ñëåäâà ÷å

µ‖v(x)− y0(x)‖p 5 f(x, y0(x))− f(x, v(x)) + δ 5 ε + δ, ∀x ∈ X

è ñëåäîâàòåëíî

‖v(x)− y0(x)‖ <

(
ε + δ

µ

) 1
p

, ∀x ∈ X.

Ñåãà âå÷å ñìå ãîòîâè äà èçëîæèì îñíîâíèÿò ðåçóëòàò:
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Òåîðåìà 3.7 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Y å îãðàíè÷åíî ïîä-

ìíîæåñòâî íà ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è íåêà ôóíêöèÿòà

f : X × Y → R óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

(i) f(x, ·) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó

(ii) f(·, y) å íåïðåêúñíàòà ðàâíîìåðíî ïî y â ãúñòî Gδ�ïîäìíîæåñòâî

X̃ íà X.

Íåêà ñà äàäåíè ÷èñëà ε > 0, λ > 0 è èçîáðàæåíèå y0 : X → Y ,

íåïðåêúñíàòî â ãúñòî Gδ-ïîäìíîæåñòâî X0 ⊂ X̃ ⊂ X, è òàêîâà, ÷å

f(x, y0(x)) 5 inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X0

Òîãàâà çà âñÿêî α > 0 ñúùåñòâóâàò ãúñòî Gδ-ïîäìíîæåñòâî X◦ íà

X è íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå v : X◦ → Y , ðåäèöà îò íåïðåêúñíàòè

èçîáðàæåíèÿ yn : X◦ → Y è ðåäèöà îò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà {νn}n=0,

òàêèâà ÷å yn(x) êëîíè ðàâíîìåðíî ïî x ∈ X◦ êúì v(x),

(iii) ‖v(x)− y0(x)‖ < λ, ∀x ∈ X◦,

(iv) f(x, v(x)) + ∆(x, v(x)) 5 f(x, y) + ∆(x, y), ∀x ∈ X◦, ∀y ∈ Y,

êúäåòî

∆(x, y) =
∞∑

n=0

µn‖y − yn(x)‖p, µn =
ε + α

λp
νn, n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ε0 = ε è µ0 ∈
(

ε

λp
,
ε + λ

λp

)
. Òîãàâà ν0 =

µ0λ
p

ε + α
< 1.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçáåðåì ïîëîæèòåëíè νn, òàêà ÷å
∞∑

n=0

νn = 1.
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Çà âñÿêî n = 1 âçèìàìå εn > 0 òîëêîâà ìàëêè, ÷å çà λn :=

(
εn + εn+1

µn

) 1
p

,

n = 0, êúäåòî µn =
ε + α

λp
νn äà áúäå èçïúëíåíî

∞∑
n=0

λn < λ.

Ïî Ëåìà 3.2 ìîæåì äà èçáåðåì èíäóêòèâíî ðåäèöà îò ôóíêöèè fn :

Xn−1 × Y → R, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà (i) è (ii), è ðåäèöà îò èçîá-

ðàæåíèÿ yn : Xn−1 → Y , íåïðåêúñíàòè â Xn, òàêèâà ÷å çà ∀n = 0 äà

èìàìå:

fn+1(x, y) = fn(x, y) + µn‖y − yn(x)‖p, f0 := f (18)

fn(x, yn(x)) 5 inf fn(x, Y ) + εn, ∀x ∈ Xn−1 (19)

‖yn(x)− yn+1(x)‖ < λn, ∀x ∈ Xn, (20)

êúäåòî X0 ⊃ X1 ⊃ ... ⊃ Xn ⊃ ... å íàìàëÿâàùà ðåäèöà îò ãúñòè Gδ-

ïîäìíîæåñòâà íà X.

Íàèñòèíà, íåêà f1(x, y) = f(x, y) + µn‖y − y0(x)‖
Ïî óñëîâèå

f(x, y0(x)) 5 inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X0

Ñåãà îò Ëåìà 3.2, ïðèëîæåíà çà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X0, ñúùåñò-

âóâà y1(x), óäîâëåòâîðÿâàùî (19) çà n = 1 è (20) çà n = 0, êàòî y1(x)

å íåïðåêúñíàòà â ãúñòî Gδ−ïîäìíîæåñòâî X1 íà X0, êîåòî å ãúñòî Gδ−
ïîäìíîæåñòâî è íà X. Òàçè êîíñòðóêöèÿ ïðîäúëæàâà ïî àíàëîãè÷åí íà-

÷èí.

Îò (20) yn(x) å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà. Òúé êàòî Y å áàíàõîâî, ïîëó-

÷àâàìå ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ v(x), òàêàâà ÷å yn(x) êëîíè ðàâíîìåðíî
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êúì v(x), çà âñÿêî x ∈ X◦ :=
⋂

Xn. Íî yn ñà ïîòî÷êîâè ãðàíèöè íà

íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è ñëåäîâàòåëíî v ñúùî å ïîòî÷êîâà ãðàíèöà íà

íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè.

Íàèñòèíà, íåêà y1,n → y1, . . . , ym,n → ym, . . . ïîòî÷êîâî. Òîãàâà èìà-

ìå, ÷å yn,n êëîíè êúì v ïîòî÷êîâî, çàùîòî ïðè äîñòàòú÷íî ãîëåìè n å

èçïúëíåíî

|v(x)− yn,n(x)| 5 |v(x)− yn(x)|+ |yn(x)− yn,n(x)| < ε

2
+

ε

2
< ε, ∀x ∈ X◦.

Èìàìå ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò yn(x) ⇒ v(x), òúé êàòî λn íå çàâèñè îò

x è ïî-òî÷íî:

‖yn(x)− v(x)‖ 5 ‖yn(x)− ym(x)‖+ ‖ym(x)− v(x)‖

Âòîðîòî ñúáèðàåìî å ïî-ìàëêî îò δ ïðè m äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, à ïúðâîòî

å ïî-ìàëêî îò δ ïðè m è n äîñòàòú÷íî ãîëåìè, íåçàâèñåùè îò x, m > n.

Ñëåäîâàòåëíî ‖yn(x)− v(x)‖ 5 δ

ïðè n äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, íåçàâèñåùî îò x.

Èçáèðàìå εn òîëêîâà ìàëêè, ÷å λn < qn < 1 è òîãàâà

‖yn(x)− ym(x)‖ 5 ‖yn − yn+1‖+ · · ·+ ‖ym−1 − ym‖ <

< qn(1 + · · ·+ qm−n) = qn 1− qm−n+1

1− q
−→ 0

ïðè m, n →∞ íåçàâèñèìî îò x.

Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî x ∈ X◦, v(x) å òî÷êà íà ìèíèìóì çà ôóíê-

öèÿòà

f̃(x, ·) = f(x, ·) +
∞∑

n=0

µn‖ · −yn(x)‖p
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Íåêà ñà äàäåíè γ > 0 è x ∈ X. Ò.ê. f̃(x, ·) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó,

ñëåäâà ÷å

f̃(x, v(x)) < f̃(x, y) +
γ

3

çà âñÿêî y îò îêîëíîñò ñ ðàäèóñ δ íà v(x). Íåêà n å òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å:

εn <
γ

3

|yn(x)− v(x)‖ < δ
∞∑

k=n+1

µk‖yn(x)− yk(x)‖p <
γ

3
.

Òîãàâà

f̃(x, v(x)) < f̃(x, yn(x)) +
γ

3
=

= fn(x, yn(x)) +
∞∑

k=n

µk‖yn(x)− yk(x)‖p +
γ

3
5

5 fn(x, y) + εn +
γ

3
+

γ

3
< f̃(x, y) + γ.

Ïðè γ → 0 ïîëó÷àâàìå (iv). Îñâåí òîâà

‖v(x)− y0(x)‖ 5 ‖v(x)− yn(x)‖+ ‖yn(x)− yn−1(x)‖+ · · ·+ ‖y1(x)− y0(x)‖ <

< ε + λn−1 + · · ·+ λ0 < ε +
∞∑
i=0

λi.

Ïðè ε → 0 ïîëó÷àâàìå ‖v(x)− y0(x)‖ 5
∞∑
i=0

λi < λ, ò.å. (iii).

Êàòî ñëåäñòâèå íà ãîðíàòà òåîðåìà ùå ïîëó÷èì è âàðèàíò íà ïàðà-

ìåòðè÷íèÿ âàðèàöèîíåí ïðèíöèï íà Åêåëàíä:

Òåîðåìà 3.8 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, Y å îãðàíè÷åíî ïîä-

ìíîæåñòâî íà ðåôëåêñèâíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèÿòà f :

X × Y → R óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
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(i) f(x, · ) å ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó

(ii) f( · , y) å íåïðåêúñíàòà ðàâíîìåðíî ïî y â ãúñòî Gδ-ïîäìíîæåñòâî

X̃ íà X.

Íåêà ñà äàäåíè ε > 0 è èçîáðàæåíèå y0 : X → Y , íåïðåêúñíàòî â

ãúñòî Gδ-ïîäìíîæåñòâî X0 ⊂ X̃ íà X, è òàêîâà ÷å

f(x, y0(x)) 5 inf f(x, Y ) + ε, ∀x ∈ X0

Òîãàâà çà âñÿêî α > 0 è âñÿêî λ > 0, ñúùåñòâóâà ãúñòî Gδ-ïîäìíîæåñòâî

X◦ íà X è íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå v : X◦ → Y , çà êîåòî ñà èçïúë-

íåíè óñëîâèÿòà:

1) ‖v(x)− yo(x)‖ < λ

2) f(x, v(x)) 5 f(x, y) +
ε + α

λ
‖y − v(x)‖, ∀x ∈ X◦, ∀y ∈ Y.

Äîêàçàòåëñòâî: Èìàìå, ÷å

f(x, v(x)) +
∞∑

n=0

µn‖v(x)− yn(x)‖p 5 f(x, y) +
∞∑

n=0

µn‖y − yn(x)‖p,

∀x ∈ X◦, ∀y ∈ Y, ∀p = 1.

Ïðè p = 1 ïîëó÷àâàìå

f(x, v(x))+
∞∑

n=0

µn‖v(x)−yn(x)‖ 5 f(x, y)+
∞∑

n=0

µn‖y−yn(x)‖, ∀x ∈ X◦, ∀y ∈ Y.

Ñëåäîâàòåëíî

f(x, v(x)) 5 f(x, y) +
∞∑

n=o

µn(‖y − yn‖ − ‖v(x)− yn‖ 5

5 f(x, v(x))+
∞∑

n=o

µn(‖y−v(x)‖ 5 f(x, y)+
ε + α

λ
‖y−v(x)‖, ∀x ∈ X◦, ∀y ∈ Y.

Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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